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Abstract
In this paper we meet a problem in mathematical education about figures, our
purpose is to obtain proofs of follow propositions.
(I) If Mn is an n-gon of minimum area circumscribed about the convex region C,
the areas satisfy inequality
Mn + Mn+2 ≧ 2Mn+1
(II) If mn is an n-gon of maximum area inscribed in the convex region C, the areas
satisfy inequality
mn + mn+2 ≦ 2mn+1
but the n-gon means a poligon which is constructed with n-segments.
These propositions will be able to become for students good present, and the students
have a view of figures in school-mathematics.
円に外接するn辺形の中で最小の面積を持つものは正n辺形であり,円に内接するn辺形の
中で最大の面積を持つのはやはり正n辺形である事はラグランジュの未定係数法を用いる事によ
って容易に確められる。
そこで半径rの円に外接する正n辺形をMnで表示し同時にその面積も併せて意味させる事
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にすればn≧3なる自然数箆に対して不等式　M。＋M。＋2＞2M。＋、が成立する。
　同様に半径プの円に内接する正箆辺形をm。で表示し同時にその面積も併せて意味させる事
にすれば箆≧3なる自然数箆に対して不等式m。＋mη＋2＜2mπ＋、が成立する。
　前者の不等式ではMπをπの関数と考えた時M．が下に凸な関数である事を示し，後者の不
等式はm。がπの関数として上に凸な関数である事を示している。これ等の二つの不等式は三角
関数と数学的帰納法によって容易に証明出来るが，少し変った方針でこれを行うと今までの図形
の学習とは異った展望がひらけ興味ある素材として図形の性質が導かれる事をこの小論で筆者は
導くことにする。
　筆者はこれらの不等式が単に円に対してだけではなく，なめらかな閉曲線によって囲まれる凸
図形（領域）に対して外接する最小面積を持つη辺形，内接する最大面積を持つη辺形とする
時，これらの面積の間に前述の不等式に似た不等式が存在する事を示す。　これらの不等式が果し
て成立するかどうかを確めると不等号くと＞が不等号≦と≧に変るだけで殆ど同じ形の不等式
が成立する事を証明した。以下筆者の工夫によるその証明を紹介する。
　凸領域の場合円の場合とは異なり仮定がゆるめられたのであるからその証明には今までのよう
に三角関数や数学的帰納法は通用しない。と云って高校より程度の高い数学の概念を用いるわけ
でもない。証明の方法はあくまで高校数学の範囲内の着想である。　とにかく命題を示す事にす
るo
　〔命題〕
　Cをなめらかな閉曲線で囲まれた凸領域とする。πを3より小さくない任章の自然数として
M。をCに外接する最小面積のη辺形とする。領域M。の面積も併せてM。で示すとM・はn
に関して不等式　Mπ＋Mπ＋2≧2M。＋、を満たす。
　〔証明〕
　Cが円である場合については既に証明されている。ここではCは必ずしも円とは限らない凸領
域として考える。3より小さくない自然数たに対してCに外接するた辺形の接点をαo，の，…
・，偽．、とする。ここでの＜αブ＋1（ノ＝1，2…，為一1）でのがの＋、よりも左に位置する事を示す
と，ノ＝ゑ一1の場合の＋、＝偽となって来るがこの偽はα。と同一の点を示すものとする。この
ように凸領域に外接する多辺形はその接点を用いて論を進める事が可能であるQ
　ここに記号Cも領域としての意味に併せてCの面積をも示すものとしてη辺形M。におけ
るCへの接点を∬o＜絢＜……＜職．、とし同様π＋2辺形Mπ＋2におけるCへの接点を
ツo＜ツ1＜……＜ツ．＜ツ．．、とする。この時この面積MπとM％＋2は次のように表現出来る。
　　　　の　　
Mπ＝C十．Σ勉（紛，κゴ＋1）
　　　　ブ＝1
　　　　ゆナ　
Mπ＋2：＝C十．Σ規（ツゴ，ツブ＋1）
　　　　ゴ＝1
　ここに吻（汐，9）はCに接する2点ρ，9とカにおけるCの接線と9におけるCの接線
とCの境界とで囲まれる部分の面積を意味する。
そこで次の二つの場合に分けて考えよう。
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　（1）　鋤＜∬1＜……＜蹴、、とツo＜ツ1＜……＜伽くツπ＋1との間に少くとも1個所
∬，一・く節、、＜歯くッ附く躍．となる部分が存在する場合
　（II）蜘く苅＜……＜蹴、、とツo＜ツ1＜……＜ツη＜ツπ＋1との間に少くとも2個所
勘、、＜歯、、＜伽く勘，諾．、、＜卸。1＜飾く必．となる部分が存在する場合。
　（1）の場合
　この場合∬0＜ッ0＜ッ1＜ッ2＜紛と仮定しても一般性を失わない。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆロ　
　　　　　　　MπニC十規（諾o，∬1）十』痂（紛，紛＋1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブ軍1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のヤオ
　　　　　　　Mη＋1＝C十形（ツo，ツ1）十窺（ツ1，ツ2）十郷（ツ2，ツ3）十，Σ魏（ツブ，ツブ＋1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1
　そこでCに外接する2つのn＋1辺形P・uおよびPノ開を考える。即ち
　鋤くッ1＜苅＜……＜晦、、を接点として持つような外接箆＋1辺形をP％qとし
　　　　　　　ツ・＜ッ2＜……＜yπ＜ッ剛
を接点として持つ外接η＋1辺形をPノπ＋・とする。
　ここで次の計算を行う。
　　　　　　　（Mπ十Mπ＋2）一（Pπ＋1十P’開）＝窺（諾o，躍1）一規（諾o，ツ1）
　　　　　　　一勉（ッ、，諾・）＋郷（ッ・，y1）＋規（ッ1，ッ2）一勉（ッ・，ッ2）
　図（1）から
　　　　　　　（Mη十M碗）一（Pη＋1十Pノ瑚）≧0
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Pη＋1十Pπ＋1≧2Mη＋1
Mπ十Mπ＋2≧2Mπ＋1
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よって
となり（1）の場合命題は証明された。
　（II）の場合
諾0＜ツ0＜ツ1＜∬1＜……＜諾7－1＜ツγ＜ツγ＋1＜諾γ＜……＜晦一1
と考えても順序の一般性は失われない。そこで多辺形R。．、とR’π＋、を次の接点でCに外接する
多辺形として定めよう。即ち
Rη＋1：諾0＜ッ・＜ッ2＜……＜ッ7＜諾γ＜∬γ＋、＜……＜鐡一、
Rノη＋、：ツ・◎・◎2＜……＜∬γ一、◎7＋、◎γ＋2＜……＜伽＋、
これは共にη＋1辺形である。
　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　
Mπ＝勉（灘o，躍1）十Σ規（均，諾ブ＋1）十形（諾．一1，諾，）十Σ勉（紛，紛＋1）
　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブ譜γ
　　　　　　　　　　アリ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ルナユ
Mπ＋2＝郷（ツo，ツ1）十Σ窺（ツブ，ツゴ＋1）十規（y．，ツ．＋1）十，Σ窺（yブ，ツブ＋1）
　　　　　　　　　　ブ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ；γ＋1
　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　
Rπ＋！＝規（躍o，ツ1）十Σ規（ツブ，ツゴ＋1）十規（ツ，，躍．）十Σ形（紛，紛＋1）
　　　　　　　　　声1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ躍γ
　　　　　　　　　　プロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れナユ
R，π＋1二形（ツ0，諾1）十Σ規（紛，紛＋1）十窺（諾，．1，ツ，＋1）十Σ勉（ツゴ，ツブ＋1）
　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　声7＋1
　そこで
　（Mπ十Mπ÷2）一（Rπ＋1十R’咄）
＝㎜（諾0，諾1）十規（yo，ツ1）一勉（諾0，y1）一窺（ツ0，∬1）
　十規（諾．一1，諾7）十窺（ツγ，ツ．＋1）一窺（劣γ一1ツγ＋、）一〃z（ツプ，諾γ）
　図（2）より
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　　　　　　（Mπ十Mπ．2）一（Rη＋1十Rノη＋1）≧0
定義によりR開＋R，π．、≧2Mπ．、よって
Mπ＋M。＋2≧2M。。1が（II）の場合にも証明された。Cに外接する箆辺形の頂点とη＋2辺形
の頂点との関係はこの二つの場合（1）（II）以外には存在しないから命題はすべての場合に関して
証明された。
〔命題〕
　Cをなめらかな閉曲線で囲まれた凸領域とする。nを3より小さくない任意の自然数とする時
％をCに内接する最大面積のη辺形とする。その領域の面積として併せてm。で示すとm。は
ηに関する不等式
　mη＋mπ＋2≦2m瑚を満たす。
〔証　明〕
証明は先の命題と同様の方法で出来る。即ち面積m・とmπ。2は次のように表わされる。
　　　　　　　　　れロ　
　　　　　m％＝C一．Σ麗（紛，諾ゴ＋1）
　　　　　　　　　声1
　　　　　　　　　　　のナ　
　　　　　　mη＋2＝C一Σ初（ッブ，yブ＋1）
　　　　　　　　　　　ブ＝1
ここに
　釦く苅＜……＜蜘．、とはmπの接点
　ツo＜ツ1＜……＜飾＋1はmπ＋、の接点であり，
更に観ρ，g）はCの周上の2点ρとgとを結ぶ線分とCの境界とで囲まれる部分の面積を意味
する。後はη辺形の接点とn＋2辺形の接点の順序を二つの場合に分けそれぞれの場合につき計
算すればよい。　　（後略）
　以上の二つの命題の証明には高校生の数学の力で十分理解出来る範囲にある。
　図形に関する間題に唯習慣的に座標系の上で考え込むだけではなく，必ずしも座標では表限出
来ぬ計算による対応の仕方もあると思われる。この二つの命題はその例として考えさせるものが
ある。今後の図形教育の一つの方向として検討して見る必要がありそうである。
